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1.2 Ecuaciones Lineales 
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1.9 Aplicaciones 


06jetivos. 

Se persigue gue el estudiante: 

• Encuentre soluciones generates y/o 
particulares cje Ecuaciones Diferenciales cje 
primer orden 

• Determine Estabilidad dinamica cuantitativa 
y/o cualitativamente 

• Resuelva problemas de aplicaciones 
economicas 
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1.1 INTRODUCCION 

En ciertas ocasiones resolver un problema puede conducir a plantear 

_ x 2 

una ecuacion que contiene derivadas. Por ejemplo, suponga que y — C 

dy x 2 y 

entonces — £xe ; la razon de cambio relativa — seria 

dx y 

y' _ 2xe x2 _ 

— 2 — i despejando tenemos y—2xy — 0 . Esta ultima expresion 

y e x 

representa una ecuacion diferencial. 


1.1.1 Definicion de Ecuacion Diferencial 


Una ecuacion que contiene derivadas de una o mas 
variables dependientes con respecto a una o mas 
variables independientes se denomina Ecuacion 
Diferencial. 


tfemplo- 

y’-2xy = 0 donde y = f(x) 


Si la funcion desconocida depende de una sola variable, como es el 
caso del ejemplo anterior, se la llama Ecuacion Diferencial Ordinaria. 

Si la funcion desconocida depende de mas de una variable se llama 

Ecuacion Diferencial Parcial o en Derivadas Parciales. 

Ejemplo- 

— + 2 xy— = xz donde z = f(x,y ) 

dx dy 


Aqui nos dedicaremos solo al estudio de las Ecuaciones Diferenciales 
Ordinarias. 

1.1.2 Orden de una ecuacion diferencial 

El orden de una Ecuacion diferencial esta dado por la mas alta derivada 
presente en la ecuacion: 


E/employ 


1. 2 xy - 0 una Ecuacion Diferencial Ordinaria de primer orden 

dx 
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2 . 



/ 


Una Ecuacion Diferencial Ordinaria de Segundo Orden 


3. 


d 4 y d 2 y 

— t + 3 — t = 2 
dx dx 


Una Ecuacion Diferencial Ordinaria de Cuarto Orden 


1.1.3 Grado de una ecuacion diferencial 


El grado de una Ecuacion diferencial esta dado por el exponente entero 
positivo de la mas alta derivada presente en la ecuacion. 

E/emplo^ 

r r 3 

1 . y"+5(y r ) -4 y — x Una Ecuacion Diferencial Ordinaria de segundo orden y 

primer grado 

2 . (yf-2xy = 0 Una Ecuacion Diferencial Ordinaria de Primer orden y segundo 

grado 


1.1.4 Ecuaciones Lineales 


Una Ecuacion Diferencial es lineal si lo es en todas 
sus derivadas y tambien en su variable dependiente. 


Efemploj' 

dy 

1. — + 2xy = 0 una Ecuacion Diferencial Ordinaria Lineal de primer orden 

dx 

d 2 y dy 

2. : 9 + x ~r y ~ u Una Ecuacion Diferencial Ordinaria de Lineal de 

dx dx 

Segundo Orden 


Como ejemplos de Ecuaciones Diferenciales no lineales, tenemos: 
E/emplo^ 

1 . y"+5(y'f - 4y = x 

2 . yy— 2x = 2 

3 . (x + y)dx + (x - y)dy = 0 

4. y'-y = e y 

5 . y'-y - cosy 
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Usualmente una Ecuacion Diferencial Lineal Ordinaria se puede 
representar en forma polinomica de la siguiente manera: 

[<* n (xj\y {n) +[a n _ l (x)]y {n ~ 1) + ••• + [a 0 (*)]}> = g(x) 


1.1.5 Solucion de una Ecuacion Diferencial 


Se dice que una funcion y — f (x) definida en un intervalo / , es 

solucion de una ecuacion diferencial en el intervalo / , si sustituida en la 
ecuacion diferencial se obtiene una proposicion verdadera; es decir, se 
convierte en una identidad. 

Efemphy- 

Determinar si la funcion y = f (x) = es solucion de la ecuacion y'-xy 1 = 0 . 


SOLUCION: 


De 

_S_ 

se obtiene 

y 


y 16 




Reemplazando resulta: 

y'-xy 1 ' 2 = 0 



4 4 

0 = 0 

Por tanto, la funcion si es solucion de la Ecuacion Diferencial. 


1.2 ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES DE PRIMER 
ORDEN 

Una Ecuacion Diferencial lineal de primer orden se puede expresar de la 
siguiente forma: y = g(x) 

Bien, ahora determinemos su solucion. 

\p(x)dx 

Multiplicando a ambos miembros de la ecuacion por la funcion e 

tenemos: 
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\P(x)dxV , / \ 1 I P(*)dx , x 

e [y+p(x)y\ = e ] g(x) 

, f p(x)dx j p{x)dx . x f P(x)dx 

ye 1 +ye J p(x) = e J g(x) 

Observe que el miembro de la izquierda representa el diferencial del 

j* p(x)dx 

producto de la funcion buscada y(x) con la funcion e , es decir: 


J p(x)dx 


d\ ye 1 


fp(x)dx v> x)dx 


g(x) 


Integrando miembro a miembro: 


\d[yJ pMdx yU ,Mix g(x)dx 

\p{x)dx [ I p(x)dx / v 7 ~ 

ye J = I e J g(x)ax + C 


Finalmente, se obtiene y(x) 


llamaremos Solucion General. 



. La cual 


Ej'emplo-1 


Encontrar la solucion general para y'-2xy = x 
SOLUCION: 


Para este caso tenemos: p(x) = -2x y g(x) = x 


j p{x)dx j-2 xdx _ T * 

Calculando primero, 


Luego utilizando la formula y(x) = 


J p(x)dx 


J 


e 

| p(x)dx 


g{x)dx + C 


, resulta: 


y = - 


[f 


e x xdx + C 


"x 

II 

~-e~ x ‘ +c 
2 


o lo que es lo mismo: y=- 

-- + Ce x . Solucion General 

2 


Ey'emplo-2 

2 , 

Encontrar la solucion general para / — v = x sen3x 

x 


SOLUCION: 


Para este caso tenemos: 

2 

P(x) = — 

y 

2 

g(x) = x sen 3x 


X 
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Encontrar la solucion general para xy'+2y = senx 


SOLUCION : 

Dividiendo para "x", tenemos: 

xy' 2 y senx 
xxx 


, 2 senx 

y+-y= 

x x 



La integral que resulta se la encuentra empleando la tecnica de integracion por Partes. 



= -x cos x + sen x 


Porlotanto: y(x) = ^-[-xcosx + senx + c] es la solucion general 

x l 

1.2.1 Teorema 

Si las funciones p y g son continuas en un intervalo 
(a,b) que contiene el punto x 0 , entonces existe una 
funcion unica y = f(x ) que satisface a la ecuacion 
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diferencial y+p(x)y = g(x), para xe(a,b ) que 
cumple la condicion inicial y(x 0 ) = y 0 


Efemplo-4- 


Encontrar la solucion particular xy'+2y = 

SOLUCION: 

Dividimos para 

--Ax 2 si y ( 1) = 2 


xy'+2y - Ax 2 



- 2 

y + — y = Ax 
x " 


Entonces: 

2 

p(x) = - A g(x) = 4x 

X 



Por lo tanto: 


J* p(x)dx J — dx 


2 In x In . 


= e •* - e = e = x 


i 


y = — ^ | | x ^ 4 xdx + C 


\[x 4 + C 


y = x 2 +- C — SOLUCION GENE ML 

X 


Con la condicion y = 2 a x = l seobtiene: 


c 



2 = 1 + — 
1 

=> 

C = 1 


Finalmente y = x 2 +\ SOLUCION PARTICULAR 

x 2 


Ejempla-5 


2x 


Encontrar la solucion particular y'-y = 2xe lx ; y( 0) = 1 

SOLUCION : 

Aqui tenemos que p(x) = -1 a g(x) = 2xe 

p(x)dx — Xdx _ 

Entonces: e J = e = e x 

Reemplazando y resolviendo resulta: 


y(x) = — - — | | 2xe 2x e x dx + C 
e~ x 


J 

\ 


2 J xe x dx + C 

La integra l que resulta se la encuentra inte grando Por Partes. 

Haciendo , Y , I Y , Y I resulta: 


]• 
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Encontrar la solucion particular y'+2y = g(x) ; y( 0) = 0 para 

a) g(x) = 1 y b) g(x) = 0 

SOLUCION: 
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F/emplo-F' 


y = 


Encontrar la solution de 

e r + x 

SOLUCION : 

La ecuacion dada NO ES LINEAL con respecto a " x ' 
dy 1 
dx e y + x 
dx 
dy 

dx v 

x = e- 

dy 

Pero es lineal con respecto a " y ", entonces: 

f ~idy 

J —y 

e = e “ 


= e y + x 



r 


|» 

x (y ) = 

e y 

1 e y (e~ y )dy + C 

1 

” 

1 1 dy + C 

x (y) = e v [y 

+ c]= 




Segundo Metodo: 

Haciendo cambio de variable 


| x ^y resulta: 

dy 

dx 

dx 


1 

e y + x 

1 


dy 

dy 

dx 


X . 

e + y 
= e +y 


y-y = e' 

La ultima es una ecuacion lineal, por lo tanto: 


y(x) = 


1 


-1 dx 


I 


e x e 'dx + C 


i 


= e x \ I dx + C\ 


y(x) = e x [x + C] 
Finalmente, regresando la variable: 

x(y) = e"[}> + C] 
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tjercicio- Propue^to 1 . 1 


Encuentre la solution de las siguientes Ecuaciones Diferenciales Lineales: 


1 . y' — ’ — 2 + x 


6 . 


x 


2 . 


dy _ x 3 - 2 y 
dx x 
dy 


y(2) = i 

y(V = o 


3. x — + 2 v = senx 

dx 

. dv 

4. x— + xv = 1- v 

dx 

5. y'= e 2x + y -l 
dy _ e x - y 
dx x 

y 

7. v'+ — — = x ,y = 0 cuando x = 3 

x + 1 

8. v'-2 v = e x 


9. 2 xy'-y = x-x 

10. y+-y = \ 

X X 

11 . ^ = 

dx 

12. ^+y = ^- 
dx 1 + e x 

13 . ( 2 y + 3 x)dx = - xdy 

14 dy - 4 2y 

dx x + 2 x + 1 

15 . V — — - — 

% — 3 v 

16 . {e y + x + 3 )y'= 1 


1.3. ECUACIONES DE BERNOULLI 

Existen Ecuaciones Diferenciales que no son lineales pero se pueden 
transformar en Lineales. Una de estas es la denominada Ecuacion de Bernoulli. 

Una Ecuacion de Bernoulli tiene la forma y'+p(x)y = g(x)y n donde 
haOa/iaI. Para encontrarsu solucion, se siguen los siguientes pasos: 


+ p(x)^- = g(x) y 


PASO 1: Dividir para y " 

/ 

r r 

y'y~ n +p(x)y ln =g (x) 

PASO 2: Cambiar de variable: v = y 1 ^" 

Ademas, derivando la nueva variable con respecto a x , se 


obtiene: 
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dv 

dx 

dv 

dx 

dy 

dx 


(1 - «)/ 


1 dy_ 

dx 


(1 ~n)y " 
1 


dy 

dx 

dv 


(1 - n)y " dx 


y n dv 
(1 - /?) dx 


Al realizar las sustituciones necesarias y simplificando resulta: 

y’y + p(x)y l ~ n = g(x) 

yy- — VT y n + piyX)v = g(x ) 

(1 - n) dx 

7 — < ^- + p{x)v = g{x) 

1 -n dx 


La ultima ecuacion es lineal con respecto a la nueva variable v, 
Paso 3: Encontrar v(x) . 


Paso 4: Encontrar _y(x) , empleando el cambio de variable utilizado. 

Efempla- 1 

Encontrar la solucion general de x z y'+2xy = y 3 

SOLUCION: 


PASO 1; 


x 2 y'+2xy = y 3 


v + 


2 xv = v 

2 ~ 2 
X X 


, 2 1 3 
y+-y =— y 

X X 


3 + „ 3 2 3 

V X y x y 


—3 r 2 _2 

y y+-y ~ = 

X 


1 


Dividiendo para X 


Ecuacion de Bernoulli 


Dividiendo para y 


PASO 2: 

Aqui el cambio de variable seria: v = y~ 2 , entonces 


— = -2y~ 3 — 
dx dx 


o tambien 


dy 1 dv 

dx - 2 y~ 3 dx 


Reemplazando en 

-3,2 _2 1 

j y+-y =-2 

X X 


se obtiene: 
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, dv 2 1 

- 9 + V = 

z dx x x 2 

dv 4 _ 2 

dx x x 2 

PASO 3 : Encontrar v. La ultima ecuacion es lineal con respecto a v, por tanto 
podemos encontrarla de la manera descrita anteriormente. 

j ~* dX = e~ 41nx e = e ln ( x = x~ 4 


1 

V = -4 

f x 4 (-2x 2 )dx + C 

1 

~ -4 

f-2x 6 dx + C 

X 

J 

X 

J 

1“ 

1 


— J 


v — x 


2x 


+ c 


2-1 4 

= — x +cx 
5 


PASO 4 : Encontrar y 

Como v = y~ 2 entonces y~ 2 = — + cx 4 

5x 


Y al despejar, se obtiene: 


2 

J = 


1 

2 4 

+ ex 
5x 



2 

5x 


1 

4 

+ ex 


tK*) = 


1 


± 


2 

ex 
5x 


fyeniplo- 2 

Encontrar la solucion general de y'= y(xy 3 - 1) 
SOLUCION: 

Paso 1: Primero la llevamos a la forma de Bernoulli 

y'= y(xv 3 - 1) = xy 4 - y 


y'+y = xv 4 


Dividiendo para y 4 , se obtiene: 


Paso 2 : El cambio de variable seria 

Derivando se obtiene: — = -3y~ 4 — 
dx dx 



Despejando se obtiene: — 

dx 


1 dv 
-3y 4 dx 


12 





MOISES VILLENA MUNOZ 


Cap. 1 CcuaxUxxYie&VtfwexuUxd&f de/primw ordew 


Reemplazando se obtiene: 


Paso 3: Encontrando 



J ~ 3dx =e ~3x 


V = 


-3x 


/■ 


-3x 


(- 3 x)dx + C 


Integrando por partes: 
l 


-3x 


e~ 3x (-3x) 3 - 3 X _ 

i ’- + -e +C 

3 9 


v = x + — + Ce 3x 


Paso 4 . Encontrando y 


Como v — y entonces 


y 3 = x + 1 + Ce 3x 
3 

I' 

x+ + Ce 3x 
3 


y(x) = 


1 

3 jx + + Ce 3x 


E/emplo- 3 

Encontrar la solucion general de y 2 dx + (xy - x 3 )dy = 0 
SOLUCION: 

Paso 1: Primero tratemos de llevarla a la forma de Bernoulli 

2 dx 


y~ — + 
dx 




(xy-x 3 )^ = 0 
dx 


[ ^ ' 
\xy-x jy = 


= 0 


No es posible asf tal como esta. Cambiando de variable I - r - v se tiene: 

\y -> x 

x 2 dy + (yx - y 3 )a?x = 0 

Ahora le damos la forma de Bernoulli. 

\dx 


(yx-y 3 y 


2 dy , 

x — + 1 yx - , 

dx 3 dx 

x 2 y'+xy -y 3 = 0 

,1 1 3 

y+-y =•'. yy 

x r- 


= o 


Dividiendo para y , se obtiene: 


7 ' 

+ 1 y ■ 

. 1 

3 


2 3 

y 

X y 

X >> 

y 

1 -2 

1 

3 

+ -y 


y 

X 



Paso 2 : cambio de variable v = y 


-2 
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Derivando se obtiene: — = -2 y 3 — 

dx dx 


Despejando se obtiene: 


dy 


1 dv 


dx —2y 3 dx 


Reemplazando se obtiene: 



Paso 3: Encontrando v 

2 


f -—dx 

. J v 




-21nx lnx 2 —2 


= e =e = x 


V(X): 


-2 


\ 


f 2 ^ 
V x 2 y 


_2 

x dx + C 


v(x) = x^ 


v(x) = x^ 


f 


■ 2 I x 4 dx + C 


2x 


-3 


+ C 


.-1 


v(x) = — + Cx 2 
3 


Paso 4 . Encontrando _y 


Como v = y 2 entonces 



Finalmente, regresando a la variable original: 

1 


x(y) = ± 


2 y~\ r 2 

+ Cy 
3 
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Encuentre la solution de las siguientes Ecuaciones Bernoulli: 


1. x— — y = 2x 2 y 2 , y( 1 ) = 2 
dx 

0 » 2 2x a 

Z. xy—y—ye =0 

3 . xdy—\ 

4 . ^- = - 

dx 

[y+x^ 3 (l + lnx) 

y 2 +2 xy 

2 

X 

)ix = 0 


1.4 ECUACIONES SEPARABLES 

Son Ecuaciones Diferenciales, lineales o no lineales, que se pueden 
expresar de la forma: 

M (x)dx + N(y)dy = 0 

Entonces, el metodo de solucion sera integrando, ambos miembros. 

E/emplo- 1 

d 2 

Encontrar la solucion general de — = — - 

(k 1 + y 1 

SOLUCION: 

Despejando para obtener de un lado de la ecuacion funcion de x y del otro lado funcion 
de y , y luego integrando. Resulta: 

9 

dy x 

dx 1 + y 2 

(1 + y )dy = x~dx 



\ J 


Ef&mplo- 2 


x 2 +l 

Encontrar la solucion particular de y'= ; 

y(- 3) = 4 

2 -y 



SOLUCION: 

Despejando para obtener de un lado de la ecuacion funcion de x y del otro lado funcion 
de y , y luego integrando. Resulta: 
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, x 2 +1 

- v= ^ 

2 -y 

2 

ay x + 1 
dx 2 - y 

2 

(2 - y)dv = (x + 1 )dx 


J(2-v)* = I (x 2 + 1 )dx 

2 3 

2v-^ = — + x + C 
2 3 


Empleando la condicion Inicial 


x 0 = -3 

yo = 4 


encontramos C, es decir: 


2 3 

v x 

2 y-2-^^ — + x + C 
2 3 

2(4 )-(^,t# + (_3) + C 


C = 12 

2 3 

Entonces la solucion particular seria: 2y~— = — + x + 12 


Existen ecuaciones diferenciable que con un cambio de variable se 
convierte en separable. 


E/emplo- 3 

Encontrar la solucion particular de y'=^tg 2 (x + 2y ) 

SOLUCION: 

La ecuacion dada no es lineal y tampoco es separable directa, pero haciendo el cambio de 
variable u = x + 2y se podra separar las variables. 

du dr \ dy 

Derivando la expresion de la nueva variable se obtiene: — = — (x + 2y) = 1 + 2 — 

dx dx dx 

u -1 

Entonces y = — — . Reemplazando y resolviendo, resulta: 

y'=\tg 2 (x+2y) 

u '-1 tg u 

2 ~ 2 
2 

u— 1 = tg ll 


du 

dx 

du 


= 1 + tg 2 u 
= sec 2 u 


dx 

La ultima ecuacion es separable, resolviendo tenemos: 
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du 2 
— = sec u 
dx 


du 

sec 2 u 


= dx 


f 2 f 

I cos*’ udu = I dx 

1 


[l + cos 2 u\lu = x + C 


— w + - 


sen 2u 


= x + C 


Y regresando de variable, queda: 

M(*+2y)+ 


sen2(x + 2 y) 
2 


= x + C Solucion General 


'EjeroiciO' Pr&pue^to- 1 . 3 


Encuentre la solucion de las siguientes Ecuaciones Separables: 



1.5 ECUACIONES HOMOGENEAS 


Si una Ecuacion Diferencial puede ser expresada de la forma 
y = f[^/ x j , se la denomina Ecuacion Diferencial Homogenea. 


Para encontrar su solucion se realiza el cambio de variable v = - 
convertirla en una ecuacion donde se pueda separar sus variables. 


, para 


Para obtener — se hace lo siguiente: 

dx 


Despejando y tenemos: y = vx 


Derivando con respecto a "x", se obtiene: 


dv dv 

— = — x + (l)v 
dx dx 


, dv 
|v = x — + v 
dx 
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Ef&mplo- 1 


Encontrar la solucion general de y'= 



SOLUCION: 


Como es una ecuacion homogenea hacemos el cambio de variable v = — de donde 

x 

dv 

y = x 1- v . 

dx 

Reemplazando, y resolviendo resulta: 


1- 


y 


y = 


x_ 

i+y 

X 


dv 1 -v 

X h V = 

dx 1 + v 

dv l-v 

x — = v 

dx 1 + v 

dv 1 - v — v(l + v) 

x — = ! 

dx 


1 + v 


dv 1 - v - v - v z 

x — = 

dx 1 + v 

dv 1 — 2v — v" 

x — = 

dx 1 + v 

1 + v , dx 

xrdv= — 

1 - 2v - v l x 

En la ultima ecuacion estan separadas sus variables y podemos proceder a integrar cada 
miembro: 


1 j 

-yln(l-2v-v 2 ) = ln(x) + C 


dx 

x 


Finalmente, debemos reemplazar v = - 


-iH 

- 2I 

[z)_ (z) 2 

\x ) \x J 

J = ln(x) + C 


Ej'&mplo- 2 

2 

Encontrar la solucion general de — = — + ' ” ; y( 1) = 1 

dx x x 1 

SOLUCION : 

Hacemos el cambio de variable 

Reemplazando, y resolviendo resulta: 

dy _y ^y 2 

dx x x - 

dv o 

x h v — v + v — 

dx 

dv i 
x — = v 
dx 


v = — de donde y’=x— + 
x dx 


dv 
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En la ultima ecuacion se pueden separar las variables. 

dv dx 



— = In x + C 
v 


Regresando de variable: 


= In x + C 

Z 

X 

- — = In x + C 

y 



— = lnl + C 
1 

C = - 1 


Ef&mplo- 3 


, y + xcos 2 f — 1 

dy } l x ) _ 

Encontrar la solucion general de — = y{ 1) = ' 

dx x 4 

SOLUCION: 

2( y 


, y + xcos 
dy _ 

dx x 

dy y 2 ( v 

— = — + cos — 
dx x v * 

Hacemos el cambio de variable v = — de donde y'= x — + v 

x dx 


Reemplazando, y resolviendo resulta: 


Separando variables: 



dv 2 M 

V + X 

— = v + cos lv) 


dx 

dv 

2( \ 

x — 

= cos (v ) 

dx 



f 1 ,, _[ dx 

J cos^v) V = J V 

tg v = In x + C 

. y 


tg^ = lnx + C| 


Empleando la condicion inicial dada: j -lnl + C 

C = 1 

Finalmente: tg^ = lnx + l SOLUCION PARTICULAR 
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fjerdcio- Pr&pueyto- 1 . 4 


Encuentre la solution de las siguientes Ecuaciones Homogeneas: 



1.6 ECUACIONES EXACTAS 


Sea la funcion z = f(x,y ) . Su diferencial total es 


df df 

df = —dx + — dv 
dx dy 


Si f(x, y ) = C 


df(x,y) = dc 

entonces \df , df , 

' — dx + — dv = 0 
dx dy 


Suponga ahora que se tiene una ecuacion diferencial de la forma: 

M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 

que represente la diferencial total de una funcion desconocida z = f(x,y). 
Entonces el asunto seria encontrar la funcion desconocida. 


1.6.1 TEOREMA DE EXACTITUD 


Una ecuacion diferencial M{x,y)dx + N{x,y)dy = o 
es exacta si y solo si d K = d K 

dy dx 


F/emplo- 1 

Encontrar la solucion general de 

dy (y cosx + 2xe- v ) 


dx (senx + x 2 e- v +2) 


SOLUCION: 

En este caso la forma diferencial de la ecuacion es: 

(y cosx + 2 xe y )dx + (senx + x 2 e y + 2)dy = 0 

' v ' v v ' 

M(x,y) N(x,y) 

Veamos si que es exacta 
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dM v 9N y 

= cosx + 2xe- = cosx + 2xe- 

dy dx 

Como las derivadas cruzadas son iguales, por tanto la ecuacion diferencial si es exacta 
y procedemos a encontrar la funcion solucion. 


f(x,y) = J M(x,y)dx = ^ (ycosx + 2 xe } '^dx = ysenx + x 2 e y +Cj 

/( -V, y) — ^ N(x,y)dy — J (sen x + x 2 e y + 2 )/y = ySenx + x 2 e y + 2 y + C 2 
ySenx + x 2 e y +2 y = C 


Efemplo- 2 


Encontrar la solucion general de: 

2x_y 3 + 3x 2 _y 2 — = 0 
dx 

A 1) = -i 

SOLUCION: 


La forma diferencial de la ecuacion es: 

(2xy 3 )sfx + i^x 2 y 2 )dy = 0 


Veamos si que es exacta 


dM ? o 

= 2x3 y = 6xy~ 

dy 

dN r 2/ ci- ^ 

= bxy (bi es exacta) 

dx 


Encontrando la funcion potencial tenemos: 


2 xy 3 — » 

f(x,y) = x 1 y i +Q 

3x 2 x 2 -> 

f(x,y) = yx 2 y 3 =x 


2 3 

x y = C 

Empleando la condicion inicial para encontrar C, resulta: 
(1) 2 (-1) 3 =C^ C = -l 
Por tanto la solucion particular serta: x 2 >> 3 =-l 
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Encuentre la solucion de las siguientes Ecuaciones Diferenciales Exactas: 



1.7 FACTOR INTEGRANTE 


En la ecuacion diferencial M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 , si a 

dry dx 

veces es posible transformarla en exacta si se la multiplica por una funcion 

R(x,y) ; es decir: 

R(x, y)[M (x, y)dx + N(x, y)dy] = 0 
RMdx + RNdv = 0 


Suponga que R =R(x) entonces 


d(RM ) _ d(RN) 

dy dx 

R™ = R-N + R™ 

dy dx 

dN dM 

NR'+R--R — = Q 
dx dy 


R'+ 


1 

N 


dN _dM 
dx dy 


R = 0 


La ultima expresion es una ecuacion diferencial lineal para R(x) 


Por lo tanto 
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Efemplo- 


Encontrar la solution general de: 
SOLUCION: 

dy 3.t + xy 
dx 


dy 3 x + xy' 1 


d x y + x 2 y 


2 2 
(y + x y)dy = (3x + xy )dx 


y + x y 
2- 

= 2 yx 


(3x + xy )dx - 
8M 

17 


(v + x 2 y]d) 


fy = 0 
8N 


dx 


- -2 xy 


Hallemos R(x) 


r 1 ( 8M awV r 1 

1 77 ^ \ dx I — —p-y x -(- 2x y)) dx 
R{x) = e N ^ 8y 8x > = e J “(w) 


r 4 xy ^ r 

= J-y(l+x) X J -(1+x . _ e _ 2 ln(l+x" ) 

= e ln(l+xT = (l + x 2 )- 2 


4x 


-dx 


Multiplicando la ecuacion 
resolviendo, resulta: 


2 1 

(3x + xy )dx - 1 

y +x2 y , 

1 = 0 

por 


R(x) = (1 + x 2 )~ 2 


(1 + x 2 ) 2 (3x + xy 2 )dx-(l + x 2 ) 2 (y + x 2 yjdy = 0 

\dy = 0 


(1 + x 2 ) 2 


(3 + y 2 \- 

x , 7 ^ 1 ' 


l 1 + x ) 



si es exacta. 


Calculando / (x, y ) , resulta: 

f(x,y) = 


f(x,y)= I - 


J (1 + x ) 2(1 + x ) 

J 


z(l + x 2 ) 2(l + x 2 ) 


f h) dy= -^x 2 ] 


3 

—f — * 

2 

■ + , y \ = c 

2^1 + x 2 

) 2(l + x 2 ) 


Si no existe R = R(x ) , s uponga ahora que R = R(y) entonces: 
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d(RM ) _ d(RN) 

dy dx 

rM + R™=R*L 

dy dx 
dM dN 

MR'+R — -R — = 0 

dy dx 

r . + ±(sm_sn] r = 0 

M l dy dx . 


La ultima expresion es una ecuacion diferencial lineal para R(v) 


Por lo tanto 



E/'emplo- 

Encontrar la solucion general de ydx + (3 + 3x - y)dy = 0 


SOLUCION: 

ydx + (3 + 3x - y)dy = 0 
dM , < 

dy 

Hallemos R(x) 

r 1 (dM 8N) 


8N no es exacta 

a7 = 


J-f- 

R( x) = e ^ 


dM 8N \ , , 1 

\dx f (1-3) Wx 

dy 8x ) 3+3 x-y 


No es funcion X , por tanto no existe. Encontremos, ahora R(y ) 

.. . Jtfr-')* & ' , 


R{y) = e M ^ i3K dyJ = e y ' ' =e y = e 21ny = e lny = y 2 
Multiplicando la ecuacion ydx + (3 + 3x — y)dv — 0 por R(y ) = y 2 resulta: 


y 3 dx + (3 y 1 + 3 xy~ — y^ )dy = 0 


dM 2 
= 3 >’ 
dy 

ya es exacta y se puede encontrar / (x, y) 


dN 2 
— = 3 y 
dx 


f(x,y) = I y^dx = xy^+C 


f(x,y)= \(3y 2 + 3xy 2 -/)dy= 3 ^ + 3x f-^ + C 


Por tanto la solucion General serla: 


3 3 y 

y +xy =c 
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Encuentre la solucion de las siguientes Ecuaciones Diferenciales: 

1. y + 2xy + jbfx + (x 2 + ^dy = 0 

r, dy _ x 2 +3y 2 
dx 2 xy 

» dy 3 x 2 y + y 2 

3 ‘ /= , >7(!) = 

dx 2x 3 + 3 xy 

= -2 


1.8 Estabilidad dinamica del equilibrio 

Se trata ahora de establecer el comportamiento de una trayectoria 
intertemporal y(t). Determinar que ocurre con y (t) cuando ha 

transcurrido mucho tiempo (t — > oo ) . 

Para esto existen dos metodos: 

anAlisis cuantitativo. 

Suponga que se conoce la regia de correspondencia y(t). Entonces, 
si Hm y(t) existe se dira que y(t ) es dinAmicamente estable, es decir 

t — > oo 

se estabiliza o converge a un valor finito, al cual denotaremos como y y se le 
llamara el nivel de equilibrio intertemporal. Caso contrario, es decir si 
Hm y(t ) = oo se dira que la trayectoria de y(t) es dinAmicamente 

inestable o tambien y ( t ) diverge del nivel de equilibrio y 


ANALISIS CUALITATIVO. 


Suponga que se tiene una ecuacion diferencial de la forma 


dy 

dt 


Ay) 


Entonces es posible determinar si y(t ) es dinamicamente estable o no, sin 
necesidad de encontrar la regia de correspondencia de y{t). Esto se logra 
analizando el grafico y' vs y , el cual lo vamos a llamar DIAGRAMA DE FASE. 


Cuando y'> 0 (positiva) entonces y es creciente; por tanto, arriba del 
eje y dibuje unas flechas sobre la curva de fase moviendose de izquierda a 
derecha. Y cuando y'< 0 (negativa) entonces y es decreciente; por tanto, 
debajo del eje y dibuje unas flechas sobre la curva de fase moviendose de 

derecha a izquierda. 

Una vez hecho esto, se concluira si y ( t ) se acerca o se aleja del nivel 
de equilibrio ( y ) que ocurre cuando y'= 0 . 
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Efemplcr 1 


Analizar la estabilidad dinamica de y(t) en la ecuacion diferencial 


dy 

dt 


= y- 7; y( o) = 


SOLUCION: 


ANALISIS CUANTITATIVO 

Observe que la ecuacion diferencial dada es lineal 
obtener su solucion de manera rapida. 

y(t)= , \ , |" f (- 7 )e ^ ldt dt + C 


y'= y - 7 
y'-y = -7 


y por tanto es factible 


, 1 - 


1 dt 


- l{y e~ t )+ C 


= e [- / 

y{t) =1 + Ce‘ 

Considerando lacondicion inicial, resulta: 
j(0) = 7 + Ce° 

8 = 7 + C 
1 = C 

Entonces: y(t ) = 1 + e 

Tomando Ifmite al infinito tenemos: Hm j(r) = lim (7 + )= 00 

t — >00 /— >00 

Por tanto, se concluye que j ( f ) no es estable dinamicamente. 
Ademas, al graficar y(t) = 7 + e se observa este comportamiento. 



Note que cuando ha transcurrido mucho tiempo la trayectoria se aleja (diverge) del nivel de 
equilibrio y = 1 

ANALISIS CUALITATIVO. 

Graficando la curva de fase, tenemos: 
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Por tanto la trayectoria para y ( t ) no es estable dinamicamente. 


EJemplo-2 

Analizarlaestabilidaddinamicade v(0 en la ecuacion diferencial 

^ (0) = 15 

at 2 


SOLUCION : 

Ahora empecemos con el analisis cualitativo para luego ir al analisis cuantitativo. 

ANALISIS CUALITATIVO. 

El diagrama de fase para la ecuacion dada serla: 



y = 8 

Note que la estabilidad no depende de la condicion inicial £Por que? 

ANALISIS CUANTITATIVO. 

Obteniendo la solucion para y'+ y y = 4 , resulta: 
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yW ~~ J^[J 4eM ‘ 

y(t) = e _f( 4 —j— + C 

2 

J(0 = 8 + Ce 

Considerando la condicion inicial tenemos: 

j/(0) = 8 + Ce~ m 
15 = 8 + C 
7 = C 

Por tanto: j(r) = 8 + 7e~ T ‘ 

Tomando Ifmite al infinito tenemos: lim y(t) = lim (8 + le~^)= 8 

t~> GO t ~ >00 

Por tanto, se concluye que y ( t ) es dinamicamente estable. 

Ademas, al graficar y(t) = 8 + le se observa este comportamiento. 





Analizar la estabilidad dinamica de y (t) en la ecuacion diferencial 


at 

SOLUCION: 

Aqul lo mas factible es realizar un analisis cualitativo. (^Por que?) 
El grafico de la curva de fase serla: 



Por tanto , y ( t ) no es estable dinamicamente. 
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Dibujar la curva de fase y 

1. 

2 . 

3 . 

4 . 

5 . 

6 . 
7 . 


determinarsi y(t) es estable dinamicamente o no. 

dy 
dt 
dy 


= y 


dt 


= 1-5 y 


dy 

dt 

cfy 

dt 

dy 

dt 

cfy 

dt 

dy 

dt 


3 

= 9 v - 1 1 

= (j + 2) 2 -9 ;j>0 

= 2 y ~ y2 '’ y ~° 
= y 2 -Sy + l5 


1.9 Aplicaciones de las Ecuaciones diferenciales de 
primer orden 

Algunas situaciones problemicas conlleva a plantear ecuaciones 
diferenciales para llegar a su solucion. 


Ejemplo-1 

(CURVA APRENDIZAJE) La razon a la que las personas oyen hablar acerca de un 
nuevo aumento en los impuestos prediales es proporcional al numero de personas 
en el pais que no ha ofdo hablar al respecto. 

a) Plantee la ecuacion diferencial que describe el modelo 

b) Encuentre la solucion general de la ecuacion diferencial planteada. 

c) Grafique la solucion general obtenida y analice la estabilidad dinamica. 


SOLUCION: 

Sea Q : Cantidad de personas que han oido hablar sobre el aumento 
B : Poblacion Total 

B - Q : Cantidad de personas que no han oido hablar sobre el aumento 
k : Constante de proporcionalidad 

a) La ecuacion para el modelo seria: — — = k (b - Q ) 

dt 

b) La ecuacion + kQ = kB es lineal, por tanto su solucion seria: 

dt 


Q (0 


| kdt 


I 


kBe kt dt + C 


Q(0 = e 


kt 


kt 


kB + C 

k 


Q(t) = B + Ce 


- kt 
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c) la grafica de la curva aprendizaje seria: 



Se observa que cuando ha transcurrido mucho tiempo Q converge a B 



CURVA LOGISTICA. El ritmo a que se propaga un rumor en un pais es 
conjuntamente proporcional a la cantidad de personas que se han enterado del 
rumor y al numero de personas que no se han enterado del rumor. 

a) Plantee la ecuacion diferencial que describe el modelo 

b) Encuentre la solucion general de la ecuacion diferencial planteada. 

c) Graflque la solucion general obtenida y analice la estabilidad dinamica. 
SOLUCION: 

Sea Q : Cantidad de personas enteradas del rumor 
B : Poblacion Total 

B - Q : Cantidad de personas que no se han enterado del rumor 
k : Constante de proporcionalidad 

a) La ecuacion para el modelo seria: — = kQ (B - Q ) 

dt 

b) La ecuacion — — kBQ = - kQ 2 es de la forma de Bernoulli, por tanto su 

dt 

solucion seria: 

Dividiendo para Q 2 ! 

Q' kBQ - kQ 2 

2 2 e 2 2 2 

Q'Q ~ 2 - kBQ ~ 1 = - k 

Haciendo cambio de variable u = Q~ x entonces — = ~Q 2 Q' resulta: 

dx 

—u'—kBu = —k 
u'+kBu = k 

Encontrando u(t) tenemos: 
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u(t ) = 


J" Illicit 


} 


| kBdt 


kBt 


I 


ke ] dt + C 


ke kB, dt + C 


1 ke 


kBt 


kBt 


kB 


+ C 


u(t) = — h Ce kBt 
B 


Encontrando Q{t) tenemos: 


u(t) = — i -Ce 
B 

Q~' = - + Ce~' 

B 

1 _ 1 + BCe~ kl 

Q~ 


B 


0(0 = 


B 


l + BCe ~ 


c) Su grafica seria: 



B B 

Observe que 0(°°) = — = = B , por tanto es convergente 

^ ' 1 + BCe~ kBx 1 + 0 H a 
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(DINAMICA DE MERCADO). Suponga que el precio p(t) de determinado artfculo 
varia de modo que su razon de cambio con respecto al tiempo es proporcional a la 
escasez D-S donde D = 8-2p y S = 2 + p son las funciones de demanda y 
oferta. 

a) Si el precio es$5 cuando t = 0 y $3 cuando t = 2, halle p(t ) . 

b) Determine lo que ocurre con p(t) a largo plazo. 

SOLUCION: 

a) La ecuacion del modelo es: ^ = k(D - S ) . 

Reemplazando tenemos: 

— = k(D-S) 
dt ’ 

P'= ^[(8-2/?)-(2 + /?)] 

p'= k(6-3p) 

p'+Skp = 6k 

Ahora hallando p{t) 



p(t ) = 2 + Ce^ k ' 

Como p(0) = 5 entonces: 

/?(0) = 2 + Ce~ 3k{0) 

5 = 2 + C 
C = 3 

y como p( 2) = 3 entonces: 

p( 2) = 2 + 3e“ 3A ' (2) 

3 = 2 + 3e~ 6k 
1 = 3e~ 6k 
e 6k = 3 
ln(<? 6i )= In 3 
6k = ln3 
k = 0.18 

Por tanto: 

p(t) = 2 + 3e“ 3(018V = 2 + 3e'°- 54/ 
Y su grafica seria: 
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b) A largo plazo seria cuando ha transcurrido mucho tiempo, es decir: 

lim p(t) = lim (2 + 3e °' 54 0 = 2 

t—> 00 t — >00 ' 

pit) se estabiliza en el precio de equilibrio p = 2 


EferclcCay Propvce^tcty 1.8 

1. El numero de personas implicadas en cierto escandalo gubernamental aumenta a un ritmo 
conjuntamente proporcional al numero de personas ya implicadas y al numero de personas 
relacionadas con el caso que aun no han sido implicadas. Suponga que 7 personas fueron 
implicadas cuando un periodico hizo publico el escandalo por primera vez, que 9 personas 
mas resultaron implicadas en los 3 meses siguientes y otras 12 en los 3 meses posteriores. 
iCuantas personas aproximadamente estaban involucradas en el escandalo? 

2. El ritmo a que se propaga una epidemia en una comunidad es conjuntamente proporcional al 
numero de residentes que han sido infectados y al numero de residentes propensos a la 
enfermedad que no ha sido infectado. Exprese el numero de residentes que han sido 
infectados como una funcion del tiempo (en semanas), si la comunidad tiene 2000 residentes 
propensos a la enfermedad, si 500 residentes tenfan la enfermedad inicialmente y si 855 
residentes hablan sido infectados hacia finales de la primera semana. 

3. Suponga que en el Ecuador, el ritmo al que se propaga la noticia del aumento del precio de la 
gasolina es conjuntamente proporcional al numero de personas que se enteran del aumento y 
al numero de personas que no se han enterado todavfa. Si actualmente el 5 % de los 
habitantes sabe la noticia y una semana mas tarde el 15 % se han enterado de dicha noticia: 

a) Formule una ecuacion diferencial para determinar la cantidad de personas que se enteran 
de la noticia del aumento del precio de la gasolina en cualquier tiempo. 

b) Resuelva la ecuacion diferencial para encontrar la cantidad de personas que se enteran de 
la noticia en funcion del tiempo. 

c) iQue porcentaje de personas se habran enterado de la noticia 2, 3, 4 y 5 semanas mas 
tarde? 

4. Suponga que el precio p(t) de determinado articulo varfa de modo que su razon de cambio 

— es proporcional a la escasez D - S donde: D = 1 - p y S = 1 + p son las funciones 

dt 

de demanda y oferta del articulo. 

a) Si el precio es de $6 cuanto f=0 y $4 cuando f=4 . Halle p(t). 

b) Demuestre que cuando t crece sin Ifmite p(t) se aproxima al precio de equilibrio. 

5. La oferta y la demanda de cierto bien estan dadas en miles de unidades, respectivamente, por: 

D=120 + p(t)-5p'(t) , S =60 -2 p{t) -3p'(t). En t=0 el precio del bien es de 

5 unidades. Considerando el equlibrio del mercado. 

a) Encontrar el precio en cualquier tiempo posterior y obtener su grafico. 

b) Determine si hay estabilidad de precio y el precio de equilibrio. 
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6. La oferta y la demanda de un bien estan dadas en miles de unidades, respectivamente por: 

D = 40 +2p{t) + p'(t ) , 5 = 160-5/?(f)“3/?'(f) . En f=0 el precio del 

bien es de 20 unidades. Considerando el equlibrio del mercado 

a) Encuentre el precio en cualquier tiempo posterior y obtener su grafico. 

b) Determine si hay estabilidad de precio y el precio de equilibrio si existe. 

7. Para proteger sus ganancias, un productor decide que la tasa a la cual incremental los 

precios deberfa ser numericamente igual a 3 veces su inventario. Asumiendo que la oferta y la 
demanda estan dadas en terminos del precio p por: 5 = 80 + 3/?, D = 150-2/? y 

que p - 20 en f=0, encuentre el precio en cualquier tiempo. 

8. La oferta y la demanda de un bien estan dadas en miles de unidades, respectivamente por: 

D = 240 -Sp(t) -2p'(t) , S = 24^.- e~ 2, ^+\6p(t) + \0p'(t) . En f=0 el precio del 
bien es de 12 unidades. Considerando el equlibrio del mercado 

a) Encuentre el precio en cualquier tiempo posterior y obtener su grafico. 

b) Determine si hay estabilidad de precio y el precio de equilibrio si existe. 

9. En cierta zona del pais el precio del polio en la actualidad es $3 por kilogramo, se estima que 

dentro de t semanas el precio crecera a una razon de 3 t + 1 centavos por semana. 
iCuanto costara el polio dentro de 8 semanas? 

10. Cierto pozo petrolffero que produce 600 barriles de petroleo crudo al mes se secara en 3 anos. 
En la actualidad, el precio del petroleo crudo es $ 24 por barril y se espera que aumente a una 
razon constante de 8 centavos mensuales por barril. Si el petroleo se vende tan pronto como 
se extrae del suelo, ^cual sera el ingreso futuro total obtenido del pozo? 

11. El valor de reventa de cierta maquinaria industrial decrece a un ritmo proporcional a la 
diferencia entre su valor actual y su valor residual de $ 5000. La maquinaria se compro nueva 
por $ 40000 y valla $ 30000 despues de 4 anos. ^Cuanto valdra la maquinaria cuando tenga 
8 anos? 

12. Una persona tiene una fortuna invertida, que aumenta a una tasa proporcional al cuadrado de 
su capital actual. Si tenia $ 1 millon hace un ano, y ahora tiene $ 2 millones. ^Cuanto tendra 
dentro de seis meses? 

13. Supongamos que un fabricante calcula que un nuevo operario producira A objetos el primer 
dfa de trabajo y que cuando va adquiriendo experiencia, producira los objetos mas 
rapidamente hasta que produzca un maximo de M objetos por dla. Sea Q (f) la cantidad de 
artlculos producidos el dfa t para t > 1, y suponga que el ritmo de production es proporcional a 
M-Q(f). 

a) Obtenga una formula para Q(t). 

b) Suponiendo que M - 30, Q (1) = 5 y Q (2) = 8, estime el numero de objetos producidos en 
el vigesimo dfa. 
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1. Encuentre la Solution de las siguientes Ecuaciones Diferenciales 



2. Suponga que una persona invierte en un banco una fortuna que aumenta a una tasa 
proporcional a la cantidad de dinero actualizada. Si tenia $1000 hace un ano y ahora tiene 
$ 1200 . 

a) Determine la ecuacion diferencial que modele el problema. 

b) Resuelvala y determine cuanto tiempo tiene que pasar para que la cantidad que tenia 
hace un ano se quintuplique. 

3. La demanda y la oferta de un cierto bien estan dadas en miles de unidades 

D = 4S-2p + 3p' y S = 30 + p + 4p' . Suponiendo que la tasa de cambio del precio es 
igual a 3 veces su excedente S-D, y que inicialmente el precio del bien es de $10, determine 
la trayectoria temporal de p(t) y establezca si es dinamicamente estable o no. 

4. La oferta y la demanda de un bien estan dadas por las ecuaciones: 

S = a\p{t) + a 2 p'(t ) + a 3 

D = b l p(t)+b 2 p'(t) + b 3 

a) Encuentre el precio en cualquier tiempo considerando el equilibrio de mercado. 

b) Establezca que condiciones deberan cumplir los coeficientes para que pueda existir una 
estabilidad dinamica de equilibrio en su solucion. 

c) Si flj =1; a 2 = 4; a 3 = 30; b x = -2; b 2 =3; b 2 = 48 , encuentre el precio en 
cualquier tiempo y el precio de estabilidad si existe. 
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5. Cierto negocio aumenta su valor a una razon proporcional a la rafz cuadrada de su valor 

actual. Si este negocio valla $1 millon hace un ano y en la actualidad vale $1.44 millones. 
Determine: 

a) La ecuacion diferencial para el modelo. 

b) icuando valdra $2 millones? 

6. El PIB de cierto pals aumenta en forma proporcional a su propia cantidad. Su tasa de 

proporcionalidad fue 6.4% durante el ano pasado. Si continua aumentando a esa tasa. 

a) Modele la ecuacion diferencial del problema. 

b) Resuelvala y determine en cuantos anos el PIB se duplicara. 

c) Grafique la trayectoria. 

7. La tasa de crecimiento del volumen de ventas V a medida que decrece el precio p , es 

directamente proporcional al volumen de ventas e inversamente al precio menos una 
constante A. Halle la relation entre dicho volumen de ventas y el precio, si V = V 0 , cuando 

P = Po- 
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2.1 Ecuacion Diferenciales de segundo 
orden con coeficientes constantes. 

2.2 Ecuaciones diferenciales de orden 
superior 

2.3 Analisis Cualitativo 


06jetivos. 

Se persigue gue el estudi^nte: 

• Encuentre soluciones genergles y/o 
pgrticulgres de Ecuaciones Diferenciales de 
segundo orden 

• Determine Estgbilid^d dindmicg cu^ntitgtivg 
y/o cu^ I itgtivgmente. 
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2.1 ECUACIONES DIFERENCIALES DE SEGUNDO 
ORDENCON COEFICIENTES CONSTANTES. 

Una ecuacion diferencial de segundo orden es de la forma: 

y' r +P(x)y'+q(x)y = g(x) 

Si g(x) = 0 se llama Ecuacion homogenea caso contrario; es decir, si 

g(x) ^ 0 se llama Ecuacion no homogenea. 

Una ecuacion diferencial de segundo orden con coeficientes constantes es 
de la forma: 

ay"+by'+cy = g(x) donde a, bye e IR y a * 0 


2.1.1 ECUACIONES DIFERENCIALES DE SEGUNDO ORDEN CON 
COEFICIENTES CONSTANTES HOMOGENEA 

Una ecuacion diferencial de Segundo Orden con coeficientes constantes 
homogenea es de la forma: 

ay' '+by'+cy = 0 

La funcion " y ", solucion general de la ecuacion diferencial anterior, es de la 

forma y(x) = ke rx (<[,Por que?). Donde "k" es una constante que da la generalidad 
de la solucion. 


Entonces el objetivo ahora sera hallar el valor de r . 


Bien, de la solucion general tenemos: 


/ = kre rx 
y” - kr 2 e x 


Reemplazando en ay"+by'+cy = 0 tenemos: 


akr 2 e ,x +bkre’ x +cke' x = 0 


ke' 


\ar +br + c 


= 0 


Ahora bien, k* 0 porque si no tuvieramos las solucion trivial y como 

tambien e rx ^0, entonces ar 2 +br + c = 0. A esta expresion se la denomina 
Ecuacion Auxiliar y es util para hallar r . 

Observe que la ecuacion auxiliar es una ecuacion cuadratica cuyas raices 
se las puede determinar empleando la formula general 
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-b ± b 2 -4 ac 

W = ~ 

2 a 

Aqui se presentan tres casos. 

Caso I 

Discriminante positivo b 2 -4ac>0 . Entonces r x y r 2 son raices reales y 
diferentes. En este caso se dice que existen dos soluciones fundamentales 

y ] (x) = k ] e rx 

y 2 (x) = k 2 e rx 

La solucion General estaria dada por la combinacion lineal de las soluciones 
fundamentales 

y{x) = k } e x +k 2 e' x 

Caso II 

Discriminante cero [ft 2 -4ac = 0. Entonces r\ y r 2 son raices reales e 
iguales. 

En este caso la solucion General seria: y(x) = k { e rx + k 2 xe rx 

Caso III 

Discriminante negativo b 2 -4ac<0 . Entonces r x =X + \ii y r 2 son 

raices complejas conjugadas 

Reemplazando en v(x) = C A e rx + C 2 e rx tenemos: 

y(x) =C l « (Up ' |I +C 2 e (M|1 
y(x) =C,e Xx e m +C 2 e u e~ m 
y(x) = e Xx [c ] e^ x +C 2 e^ lx 

Como e 1[LX = cos + i sen y 

Reemplazando tenemos: 

v(x) = e Xx [C^cos ]ax + i sen px) + C 2 (cos px - i sen px)] 
y(x) = e Xx [(C 1 +C 2 ) cos px + (C|/ + C 2 i) sen px] 

Por lo tanto la solucion seria y(x) = e u [k x sen(px) + ^ 2 cos(px)] 



Encuentre la solucion general para y" - 4y' - \2y = 0 
SOLUCION : 

En este caso la ecuacion auxiliar seria r 2 - 4r -12 = 0 
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Hallando las rafces tenemos 


(r - 6)0 + 2) = 0 
r = 6 r = -2 


Por tanto: 

jzO) = k 2 e 2x 
y(x) = Aqe 6 ' + 2x 

Podemos comprobar que efectivamente esta es la funcion que satisface la ecuacion diferencial dada. 
Obtengamos la primera y la segunda derivada 

y' = 6k x e 6x -2k 2 e 2x 
y" = 36k l e 6x + 4k 2 e 2x 

Luego, reemplazando 

36k x e 6x + 4k 2 e~ 2x -24k x e 6x + Sk 2 e~ 2x -12 k x e 6x -12 k 2 e~ lx =0 
0=0 


Efemplo-2 

Encuentre la solucion general para 2y” - 3 y' + y = 0 , .y(0) = l y'( 0) = 1 
SOLUCION : 

En este caso la ecuacion auxiliar serfa 2;- 2 - 3r + 1 = 0 
Hallando las rafces tenemos 


3 ± 9-4(2)(l) 


3 • 1 


'1 =1 r 2 = 


1 


Por tanto, la solucion general serfa: y(x ) = k x e x + k 2 e zX 

Como las condiciones iniciales estan dadas debemos encontrar las constantes k x y k 2 


Como y( 0) = 1 entonces 


y(x) = k\e x +k 2 e x 

7 ( 0 ) = k x e° +k 2 e l0 
1 — k x + k~) 


Obteniendo la primera derivada: 


1 


y'(x) = k x e x + — k 2 e 1 
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Como y'( 0) = 1 entonces 


y h =i 



Encuentre la solucion general para y" + 4/ + 4 v = 0 
SOLUCION : 

En este caso la ecuacion auxiliar serfa r 2 + 4r + 4 = 0 


(r + 2)(r + 2) = 0 

Hallando las rafces tenemos 

/-] = -2 v r 2 = -2 

Por tanto, la solucion general serfa: ^ x ^ ~^i e + ^ 2 xe 


1 — k\ + k 2 

Resolviendo simultaneamente \ i tenemos: 

1 = k\ + — k 2 

l 2 


Por tanto, la solucion particular es: y(x) = e x 




Encuentre la solucion general para y” + 6y' + I3y = 0 y(0) = l; y'( 0) = 1 
SOLUCION: 


En este caso la ecuacion auxiliar serfa 

Hallando las rafces tenemos: 

En este caso A, = -3 y p = 2 , por tanto la solucion general serfa: 
y(x) = 

Como j(0) = 1 entonces 


e 3 ' \k\ sen(2x) + k 2 cos(2x)] 
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Como y'(0) = 1 entonces 


v' (x) - e 3a \lk\ cos(2x) — 2 A 2 sen(2x)] — 3e 3a [Aj sen(2x) + A ' 2 cos(2x)] 

v'(0) = <T 3 ( 0) [ 2*1 cos(O) - 2 k 2 sen(O)] - 3e _3(0) [/ti sen(O) + fc 2 COS (0)] 

1 = 2k\ - 3 k 2 


Resolviendo simultaneamente 


1 

2 
1 
2 


+ -A- 2 =A-i 


+ -( 1 ) = A 1 


k l=2 


Por tanto, la solucion general serla y(x) = e 3a [2 sen(2x) + cos(2x)] 


EjercLcLcn' p rop ucettois 2 . 1 

Encuentre la solucion de las siguientes ecuaciones diferenciales de segundo orden 


1. 

y" + 4 v = 0 ; v(0) = 1, /(0) = 1 

7. 

y " + y = 0- y(0) = l / (0) = 1 

2. 

y" — 2y' + y = 0 

8. 

y" + y'= o 

3. 

y" + 9y = 0 

9. 

— y" + 2 y = 0 

4. 

y " + 4y' + 4y = 0 ; v(0) = 1, /(0) = 1 


2 

5. 

6. 

y'-y = o 

y”-y'=o ; j>(0)=i, y(0)=i 

10. 

y’ — 6y' + 9 y = 0 


2. 1.1.1 anAlisis de estabilidad dinamica 

En el capitulo anterior se menciono que la estabilidad dinamica de una 
trayectoria y(t) se la determina con lim v(0- 

r — ko 

Podemos ir analizando por casos. 

Caso I, y(t) = k i e' v +k^e n ‘ Si las raices son reales y diferentes, estas 
tienen que ser negativas para que la trayectoria sea dinamicamente estable. 

Caso II, y(t ) = ky n + k 2 te" . Si las raices son reales e iguales entonces r 
tiene que ser negativa ( r < 0 ) para que la trayectoria sea dinamicamente estable 

Caso III y(t) = e x '[k t cos ut + k^ sen ut\ Si las raices son complejas 
conjugadas entonces la parte real X tiene que ser negativa (A,<0) para que la 
trayectoria sea dinamicamente estable. 
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2.1.2 ECUACIONES DIFERENCIALES DE SEGUNDO ORDEN 
CON COEFICIENTE CONSTANTE NO HOMOGENEAS 

Una ecuacion diferencial de segundo orden con coeficientse constante y 
termino g(x) variable es de la forma: 

ay" + by' + cy = g(x) 

La Solucion General es una combinacion lineal de dos tipos de soluciones, 
una solucion complementaria y c y una solucion particular y P . 


y(x) = y c (x) + y (x) 


SOL 

COMPL 


SOL 

PART 


La Solucion complementaria y c satisface la ecuacion homogenea 

ft f 

ay c +by c +cy c = 0 

Por tanto, para determinarla se debe resolver de acuerdo a lo mencionado 
anteriormente. 

La Solucion particular y p satisface la ecuacion no homogenea 

ft f 

ay p + by p + cy p = g(x) 

Esta solucion, si es de forma polinomica o exponencial o trigonometrica de 
senos y cosenos, se la puede determinar empleando el llamado Metodo de los 
coeficientes indeterminados. 

En estos casos, de acuerdo a la forma de g(x) , la solucion particular y p (x) 
es deducible. Observe el siguiente cuadro. 


Si g(x) = a n x n +a n _\X n 1 +... + a 1 x + a 0 ©ntonces y p (x) = x s \A n x n + A n _\x n 1 +... + A 1 x + Aq^ 

Si g(x) = ae CLX entonces y p (x) = x^Ae ™ J 

Si g(x) = «! senp.r + a 2 C0S P- T ©ntonces y p (x) =x‘ ? [^4senp.Y + ficosPx] 


Note que la solucion particular aparece multiplicada por x s , esto es para el 
caso de que existan soluciones particulars que no sean linealmente 
independientes de las soluciones complementarias. Es decir, a necesidad se 
puede utilizar £ = 0,1,2 
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Sea y"+4y’+9y = x 2 + 3x Hallar la solucion General 
SOLUCION: 

La solucion general es de la forma y(t) = y c +y P 
Primero hallemos y c . 

La solucion complementary satisface la ecuacion homogenea y" c +4 y' c +9 y c = 0 . 
La ecuacion auxiliar es r 2 + 4r + 9 = 0 . Hallando las rafces tenemos 


i\,n 

2 

>yn 

n,K 2 


- 4 ± 16 - 4 ( 9 ) 
2 

I • 20 

2 

-4 + V20V^1 
2 

- 4 + 

2 

-4 + 2 5 i 
2 



— 4 — 2 \ 5 / 


=> = — 2 - 5 i 


Portanto y c (x) =e ^" v ^isen( 5x) + ^2 C0S ( 5x)] 


Segundo, hallemos y P 

2 

Como g(x) = x" + 3x (polinomio de grado 2) entonces la solucion particular es de la forma 

9 

y „(x) = Ax +Bx + C (polinomio generalizado de grado 2). Luego debemos 
determlnar los coeficientes A , B y C . 

La solucion particular debe satisfacer la ecuacion no homogenea; es decir, 
y P "+4y P '+9y P =x 2 +3x 

Hallemos la primera y la segunda derivada para y (x) = Ax + Bx + C 

y p'= 2 Ax + b 
y P "=2A 

Reemplazando y agrupando 

2 A + 8 Ax + 4b + 9 Ax 2 +bx + c = x 2 + 3x 
9 Ax 2 + (8 A + 9 b)x + (2 A + 4b + 9c) = x 2 + 3x + 0 
Si dos polinomios son iguales, sus coeficientes deben ser iguales 
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9A = 1 


Entonces < 


8A + 9B = 3 
2A + 4B + 9C = 0 


Resolviendo el sistema simultaneo tenemos: 


A = 


B = 


, 1 2 19 

Por, tanto y„(x) = — x + — x- 
p 9 81 

Finalmente la solucion general serfa: 


19 

81 

94 

729 


y c = - 


94 

729 


2 .f ] 1 t 19 94 

y(x) = e [/(| sen( 5jr) + ^ 2 Cos( 5x)\+ —x~ + -^x - 


tfemplo- 2 

Sea y"+4y = 6sen3x Hallar la solucion General 
SOLUCION: 

Primero hallemos y c . 

La solucion complementary satisface la ecuacion homogenea y" c +4 y c = 0 . 
La ecuacion auxiliar es r + 4 = 0 . Hallando las ralces tenemos: 

4r 2 =4-4 

r = ± - 4 
r = ± 4 -1 

rj = 0 + 2 i 

r 2 = 0 - 2 i 

Por tanto 

y c (x) = e° \k\ sen(2x) + k 2 cos(2x)] 
y c (x) = k\ sen(2x) + k 2 cos(2x) 


Segundo, hallemos y P 

Como g-(x) = 6 sen 3x entonces la solucion particular es de la forma 
y p (x) = A sen 3 x + B cos 3x . Luego debemos determinar los coeficientes A y B . 

La solucion particular debe satisfacer la ecuacion no homogenea; es decir 
y" P +4 y P =6sen3x 

Hallemos la primera y la segunda derivada 

y p '= 3A cos 3x- 3B sen 3x 

y p " = -9 A sen 3x - 9B cos 3x 

Reemplazando y agrupando 
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V 44 ^ =6sen3x 

(-9 A sen 3x - 9 B cos 3x) + 4(A sen 3x + B cos 3x) = 6 sen 3x + 0 cos 3x 

(— 5^4)sen3x + (- 5S)cos3x = 6sen3x + 0cos3x 


Igualando coeficientes, tenemos: 

f-5A = 6 
[-55 = 0 

Resolviendo el sistema simultaneo tenemos: 



Finalmente la solucion general serfa: 


y(x) = sen 2x + k 2 cos 2x - — sen 3x 


'EjeAnplo 3 

Hallar la solucion para y"+4y = x 2 + 3e x ; y( 0) = 0, y'( 0) = 2. 

SOLUCION: 


Primero hallemos y c . 


La solucion complementaria satisface la ecuacion homogenea y" c +4 y c = 0 . 

2 

La ecuacion auxiliar es r + 4 = 0. Hallando las raices tenemos: 



r = ± - 4 
r = ±a/4a/— T 


rj = 0 + 2/ 

r 2 = 0 - 2/ 

Por tanto 

_y c (x) = e° \k\ sen(2x) + k 2 cos(2x)] 
y c (x) = k\ sen(2x) + k 2 cos(2x) 


Segundo, hallemos y P 

Como g(x) = x 2 + 3e x (combinacion lineal de polinomio con exponencial) entonces la 
solucion particular es de la forma y p (x) = Ax 2 +Bx + C + De x . Luego debemos 
determinar los coeficientes A , B , C y D . 

La solucion particular debe satisfacer la ecuacion no homogenea; es decir 

yp" + 4y p = x 2 + 3e A 
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Hallemos la primera y la segunda derivada 

y p'= 2Ax + B + De x 
y p"= 2 A + De x 
Reemplazando y agrupando 

2 A + De x + 4 Ax 2 + 4 Bx + 4C + 4 De x = x 1 + 3e x 

4 Ax 2 + 4 Bx + (2 A + 4 C) + 5 De x = x 2 + Ox + 0 + 3e x 
Igualando coeficientes, tenemos: 

[4 A = 1 
45 =0 
2^ + 4C = 0 
5D = 3 

Resolviendo el sistema simultaneo tenemos: 

A = i 

4 

5=0 

c = -I 
8 

Z >= 3 


1 ? 1 3 

Por, tanto v n (x)=—x — + -e x 
p 4 8 5 

Finalmente la solucion general serfa: 


1 2 1 3 

y(x) = k\ sen 2 x + k 2 cos 2 x + — x z — — + —e x 


Con v(0) = 0 tenemos k 2 = 


49 

40 


Con v'(0) = 2 tenemos k\ = 


10 


1 7 19 1 9 1 3 r 

Finalmente y(x) = — sen2x cos2xh — x~ 1 — e 

10 40 4 8 5 

Note que no es dinamicamente estable. ^Por que? 


tfercjcu&propuestoy 2 . 2 

Encuentre la solucion de las siguientes ecuaciones diferenciales de segun do orden 


1. 

y m 


■ 2 y = -2x^ - 3x^ + 8x + 1 

2. 

y" 

-6 / 

+ 9 y = x 2 +e x 

3. 

rt 

y 

+ /+ 

y = 2 cos 2x - 3 sen 2x 

4. 

y 

+y = 

2 X 

5. 

y" 

+ 2 y' 

-8 y = x e~ x + e~ x 
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6 . 

y" + 4y’ + 5y =e x -sen2x 


7. 

y" -2y' -35y = 13senx- e 3x + 1 

8 . 

y" - y' -2y = cos x - sen 2x; 

y( 0)=-— y'(0) = - 
w 20 w 5 

9. 

y" + y'-12y = e x +e 2x -1; 

>’(0) = ] y(o) = 3 

10 . 

y" - y = senx- e 2x ; > ; (o) = 

1 y(o)=-i 

11 . 

y" -ly' + \0y = x 2 -4 + e x ; 

y(0) = 3 y'(o) = -3 


2.2 ECUACIONES DIFERENCIALES DE ORDEN SUPERIOR 

Para resolver ecuaciones diferenciales de orden superior, si son lineales de 
coeficientes constantes, podemos pensar en procedimientos analogos. 


Ejewiplo- 


Hallar la solucion para y 11 + 6y m + 14v"+16 v'+8 y = 24 
SOLUCION : 

Primero, encontramos la solucion complementaria y c que satisface la ecuacion homogenea 
IV 


y c +6y c + 14y c "+l6y c '+8y c =0 . 

La ecuacion auxiliar serfa r 4 + 6r 3 + 14r 2 + 1 6r + 8 = 0 . 
Encontramos las rafces por division sintetica 


1 

6 

14 16 8 

-2 

0 

-2 

1 

00 

1 

to 

1 

00 

0 =“2 

1 

4 

6 4 0 


r 3 

+ 4 r 2 

+ 6r + 4 = 0 


1 

4 

6 4-2 


0 

-2 

-'t 

1 

1 

= -2 

1 

2 

2 0 



r z + 2r + 2 = 0 

-2± 4-4(2) 


OV4 

OV4 


- 2 ± -4 
2 

r$ = -1 + i t’4 = -1 -i 


Por tanto 


y c (x) = kie 2x +k 2 xe 2x +e x [A-3 sen+ £4 cos x] 
Segundo, la solucion particular y es de la forma y p = A porque g(x) = 24 . 
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2.3 ANALISIS CUALITATIVO 

Para ecuaciones diferenciales lineales homogeneas con coeficentes 
constantes, podemos utilizar el siguiente analisis si se trata de determinar la 
estabilidad 

2.3.1 Teorema de Routh 



Nota: a m =0 Si m > n 
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Ya usted ha tenido la oportunidad de observar que para que una trayectoria 
y{t ) , solucion de una ecuacion diferencial lineal con coeficientes constantes y 
termino constante, sea dinamicamente estable se requiere que las raices de la 
ecuacion auxiliar o la parte real (en el caso de las raices complejas) sean todas 
negativas. Entonces para determinar lo anterior basta con emplear el Teorema de 
Routh. 


Ej&mplcrl 

Determine cualitativamente la estabilidad dinamica para 

y IV +6/" + 14v"+l6/+8y = 0 

SOLUCION: 


Empleando el Teorema de Routh. La ecuacion auxiliar es r 4 +6 r 3 + 14r 2 + 16/- + 8 = 0 


En este caso n = 4 y ademas 


a 0 = l 
= 6 
«2 = I 4 

aj = 16 
= 8 


Los cuatros determinantes sedan: 


| r 7 ] | = 6 ; 


a\ 

a 3 


6 

16 

a 0 

a 2 


1 

14 


Cl\ 

a 3 

a 5 


6 

16 

0 

a 0 

a 2 

a 4 

= 

1 

14 

8 

0 

a\ 

a 3 


0 

6 

16 


6 

16 

0 

0 

1 

14 

8 

0 

0 

6 

16 

0 

0 

1 

14 

8 


Como todos los determinantes son positivos entonces todas las raices son negativas; por tanto la 
solucion es dinamicamente estable 


tjewiplcrl 

Determine cualitativamente la estabilidad dinamica para 

m - 1 0y" +27y'- 1 8>> = 3 

SOLUCION : 

Empleando el Teorema de Routh. La ecuacion auxiliar es r- 3 - 10r 2 + 21 r -18=0 

a 0 =1 
, c‘] = -10 

En este caso n = 3 y ademas 

a 2 = 27 
«3 = -18 

Los cuatros determinantes sedan: 


a\ 

a 3 


-10 

-18 

a 0 

a 2 


1 

27 
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a \ 

a 3 

a 5 


-10 

-18 

0 

a 0 

a 2 

a 4 

= 

1 

27 

0 

0 

a\ 

a 3 


0 

-10 

-18 


Como los determinantes no todos son positivos entonces no todas las rafces son negativas; por tanto la 
solucion es NO dinamicamente estable. 


E/erc-tox?^ p rop ne^toy 2 . 4 

Determine si las soluciones de las ecuaciones diferenciales son trayectorias 
temporales convergentes o no. Emplee el teorema de Routh 


1 . 

/ 

''-\0y"+21y'-Uy =3 

2. 

/ 

"+\\y"+2)4y'+24y = 5 

3. 

? 

"+4y"+5y'-2y = -2 


1. Hallar la serie de Taylor alrededor de la xo =0 delafuncion f(x) = x cosx 

2. Encuentre la solucion de las siguientes ecuaciones diferenciales e indique si la solucion 
complementaria converge o no. 

a) y”+4y'+4y = (x + l]e~ 2x + lOx 

b) y" '+3 y '—y'—iy = 4x + 2 + 3 sen x 

c) y"+y'+y=t + e 2t 

d) y"+6y'+9y = 2e“ 3x + x + 1 ; y(0) = -l,/(0) = 1 


3. 


Un estudio de explotacion de un recurso natural, utiliza la ecuacion diferencial: 


dx z 

dt 1 


2-P 

l-P 


dx a z 

a H x = 3 

dt 1-p 


at 

a) Probarque xy(t) = e at y xj. (t) = e 1- P donde ai to, p^i son soluciones de la 
ecuacion homogenea. 

b) Si a =-5 y p = -9 encuentre la solucion general e indique si la solucion converge a largo 
plazo. 
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CAPTYULO 1: Ecuaciones Diferenciales de Primer 
Orden 

EferclcCcyy PropoteMxn' 1 . 1 


1 . ;y(X) = 2xlnx + 2x ^ + Cx 

3. y(x) = — xcos-v + senx+ 5.96] 
x 2 

5. y(x) = e 2x + 1 + Ce x 
1 


7. y{x) = 


x + 1 


x 3 x 2 27 

3 2 2 


9. y{x) = ^ — x + C-Jx 
11. y(x) = -e 2 ' 1 + Ce 3x 

13. y(x) = —x + Cx 2 
15. x(y) = 3y + 3 + Ce y 


2. y(x) = ^ + 4- 


. , . 1 e 

4. y{x) = - 

x xe 

e x C 
6. y(.v)- + 

X X 


8. y(x) = —e x + Ce~ x 


10. y{ x ) = - + ^L 
X X 


14. y(x) = 


12. y(x) = — ^lnjl + e*! +C 

2x 2 ln|jc + 2| C 
- + 4- 


(x + 1) 2 ( x + 1) 2 ( X + 1) 2 

16. x(y) = -3 + ye y + Ce y 


Efercloim' prop u&tfayy 1 .2 


1. y(x) = 


1 


2 , 7 

X H 

3 6x 


3. y(x) = - 


1 


C 4 2 

± I— x xlnx 

x 2 9 3 


2. y(x) = 


4. y(x) = 


1 

1 e 2 * 

2 * 

C 

+ — 
X 

i 



1 C 


EfercCclo* Propue&E&t' 1 , 3 


2 

y_ 

2 3 


1. X - = — 1 n| 1 + x 3 | + C 


4 

2. y = : x 2 + 5x + C 

4 

2 V 6 X „ X „ K 2 % 6 X .X .X ^ 

3 — X 2 H — v 22 + 2y22 + 2y'~ = —x'~ H — x' 1 + 2.X 2 + 2.X 2 + C 
7 5 7 5 
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1 Ht) 1 + BCe kB ' 


3. S(t ) = 


N_ 

1 + I9e- 


5. a) p(t) = - 20+25e^ 2t b) 
7. a) p(t) = 14 + 6e 15f 

9. a) p(t) = 2yj(t + 1) 3 +1 

10. a) 1(f) = (24 + 0.08/) (600/) 


1 1 . a) 0(7) = 5000 + 35000e-° OS4 ' 

12. a) 0(7) = - 2 - 

2-7 


2 . 


/(O = 


2000 

i . o —0.806/ 

l + 3e 


4. a) p(f) =3 + 3e~°' 27t b) p = 3 


Diverge 6. a) />(/) = 15 + 5(T 2f b) p = 15 

8. a) p(t ) = -4= + 8 + 4e~ 2t b) p = 8 

e 

b) p( 8) = 55 

b) 7 = 580.608 
b) $2285714 

b) Dentro deseismeses tendra $4 millones 


13 a) 0(0 = 30 - 25e~° 13 *' t> 1 b)28objetosaproximadamente 


M ticelasKe&y 


. 1 * , 3 

1. e = lny 


2e 


2x 


y( x )=± _L I 

i~i e2 *+Ce- 


-2x 


x 1 

3. In.Y = 1 — 

y + x 2 

4 ' K( - t)= -i-S'+Ce-* 

5. x(y) = — [- ycosy + siny + c] 

y 


6. y(jr) = 


1 


-2x-l + Ce x 


2 2 4 

x v v „ 

7. — ■— + — = C 

2 4 

„ 2 4 2 Ce y 

8. x-- + ^ + — + — r 

y y y y 

9. y = — lnx — \ + xC 

10. y = jc _ 1 sin.Y + jc _1 C 

11. -e '/* = lnx + C 

12. -{i-y 2 f 2 =(i-x 2 )^+c 

13. x = je y +e~ y C 

cos2y 1 

14. botany = — vn 

2 ’ 2 

15. je = -l + iy + Cy~ 3 


16. 

e x y 

’ + ve 

lx = C 


17. 

4ln 

?-l 

-jin 

£ + 1 


2 

X 

2 

X 

18. 


1 

= c 


= ln.Y + C 


sin x sin* 

19. = C 

2 
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20. 

— - — = Cx o y = 


x + y 

21. 

-2 cos3y _ ( 


3 

/ 

22. 

2-Jy + x —2ln\Jy 

23. 

y(x) = — x 3 + Cx 

24. 

4-v 2 -l( l+ ' : 

25. 

iy 2 --\.x 2 + C 


C — x 


c 


-1 


PARTE IL PROBLEMAS 

2. a) — = kQ; Q(t) = 1000e° 
dt 


3. p{t) = 6 + 4e 


a\-b\ 


4. a) ,,(() = — + Ce a2 - b2 ' 


a \-b\ 


b) f = 9anos aproximadamente 


b) (flj > by) /\(a 2 > £>, ) 6 <b t ) a(o 2 < fe, ) 


c) p(t) = 6 + Ce 31 ; p = $6 

b) t = 5 anos 

b) r = 1 1 aproximadamente 

p-A 


5. a) 0(0- 

4 

6. a) — = 0.0640 

dt 


7. V(P) = V„ 




2: Ecuaciones Diferenciales de Segundo 
Orden 


Pjercicicry Prop ixetfxxy 2 . 1 

1. y(x) = cos2x + -jsin2x 

2. y(x) = k\e x + k 2 xe x 

3. y(x) = sin3x + k 2 cos3x 

4. y(x) = e~ 2x + 3xe~ 2x 

5. y(x) = k^e x + k 2 e~ x 

6. y(x) = e x 

7. yix) = cosx + sinx 

8. y(x) = k\ +k 2 e ~ x 

9. y(x) = A:jsin2x + A:9COs2x 

10. y(x) = kye ix + k 2 xP x 


E / Prop ue^toy 2 . 2 


1. y(x) = k 1 e 2x +k 2 e x +x 3 — x 

2. y(x) = k^e -\-k 2 X€ -\-^x x -P 

K 

1 

X 

3. y(x) = e 2 

k\ sinA^-x + k 2 cos^-x 

+ sin2x 

4. y(x) = sin x + k 2 cos x + \e lx 

5. y(x) = k l e Ax y-k 2 e 2x -\xe~ x 
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18 

6. v(x) = e~ lx \k,seiix + k^ cosxl + 4e~* sin2.xH cos2x 

L 1 J 2 65 65 

9 1 11 

7 . y ( x ) = k , e lx + k ^ e~ 5x sinxn cosxh e 3x 

1 - 25 50 32 35 

0 27 2j 9 x 3 1 . 1 „ 3 . 

8. y(x) = — e~ e cosx sin.vH cos2.x sin2x 


80 20 


10 


10 


20 


20 


n / \ ^ -X.t 2 3x I .v I 2i I 

9. v(x) = — e +—e e — e H 

60 6 10 6 12 

7 , 3 1 I 2i 

10. y(x) = — e + — e ' senx — e 

12 4 2 3 

1589 5 25 2 1 , 7 161 1 , 

11. v(jc) = e H e H x H ,y 1 — e 

500 4 10 50 500 4 


EfercCcUyy Propuettcry 2 . 3 

1. y(x) = k\e^ x + k 2 xe 3x + k 2 e~ x 

2. _y(x) = k]e 2x + k 2 e x + kye x + 2 

3. y(x) = k^e 4 ” + e x [tsew + k 3 cos x] 

EfercloCcty Prop Luettoy 2 . 4 

1. No es estable dinamicamente 2. SI estable 3. Noestable 


MvffOeta^exyy 


i. 


2 . 


a) y(x) = k.e 2x +k 3 xe 2 * + — xe 2x + — x 2 e 2x + — x — — 

1 2 6 2 2 2 

-3.y x -x 4 2 9 3 

b) y(x) = k\e ' + k 2 e + k 2 e ' — — x — — — — senx + — cosx 

J 3 9 20 20 

-If 

c) y(t) = e 2 

d) y(x) = - — e~ 3x + 4x<?~ 3 * + x 2 e _3x - — x + — 

27 9 27 

_ 1 j ^ ^ 

b) x(t) = 5f + k 2 e 2 + — converge a x = — 


A'j cos 


\/3 


f + k 2 i 


, , , 1 2 1 
■t — 1 + — e 


3: Ecuaciones en Diferencias de Primer 
Orden 
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Pjerclcicn / Prop u^itcty 3 . 1 


1. y t = 6(- 3/ + 1 


3. v f =-^j +5 

16/ 2Y 21 
5 ' ^ ~ 5 l 3 J + 5 


2 . 


4. 



PJerclcloypropiAe4toy3.2 

1. + 2; + 2 2 - y t =k(2) 


4e' 4 ,+1 

1 

4— e 4 — e 


4. Jr 





PferoCoCoy Proputettoy 3 . 3 


1. Diveige 
3. Diverge oscilantemente 

2. converge oscilantemente 
4. Converge 

Pferclcloy Prop weytoy 3 . 4- 

i n 
+ 

i 1 cn' 
1 

II 

2- 

3. p(t) = k(- 2) +0.6 

4 p t = *(- 2/ + n - 

5. p t =-0-05(-2/ +0.6 

6. Pt =*(-1/ + y 

7. Pf =*(-1.4/ +3 



MUoela^ieoy 


1. a) y, =1.37(|) -0.37e 2f 


c) .Vr=^)“ r + 3 


2. a) Diverge 


b)Corwerge 


! IV 22 

3. p, = *1 - — I + — , Oscilante convergente 

n 

4. p t = *(- 2/ + — , Oscilante div ergente 

5. p r = *(21.5/ +0.8 Diveigente 

6. n, = 10/fei(0.1 5/ +1.24*2 (-0.56/ -0.2527m 

U, =fc 1 (0.15/ + * 2 (-0.56/ +0.0624+ 0.1 9m 

7. p t = k + 2 constante 


CAPITULO 4: Ecuaciones en Diferencias de Segundo 

Orden 
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£Jerclcl(>yPr&pu£4fa>if4.1 


S. y t =~4\) +2/1] + 8 


2. y t = (-\/2 )f 2cos^f + sen^-fj+ 1 


4.y,=(4/ 


38 „ 25 K 

— cos Iff =sen4rf 

13 3 26 -x/3 3 


13 


5. y t =k x {2f +k 2 {tf +- 


6. y t =k ] (-\f +k 2 t(-\f + ' 3 ' 
lo 

7 - >7 = * 1 ( 6 / + k 2 (- 1 / + ^ ( 6 ) ( 8 . y, =(^3)'[^ cosfr + £,senfr] + R(4)' 

9. y ( =^%/5j ^' 1 cos[(arctg2)rJ + fc, sen [(arctg2)f]] + R 

10. y, =(sf5 j ^ cos[(arctan2)f] + fc, sen[(arctan2)/jj + — t + 1 


11. y t =k l 


/ 1 — 

- 5 + \[\J ' 


+ ^2 


-5- 17 


V 


+t -t + 2 


12 . y, =Jt,(3)'+ifc 2 (2)'+3r(3)' 


13. y t = A:,cos^2— /J + fc 2 sin^2— fj + f 2 — 2f + — 

14 y, =fc i( 3 ) +M 2 ) +-( 4 ) +~ r +- r+4 

15. y , = k. + k, (2)' + — (5V H cosf / h sinf / 

•' 1 - v ’ 4 W 10 2 10 2 


EjercicCo^ Prop lAettoy 4 . 2 


1. y,=k l +k 2 (-l)'+kj^ 


2. y,=k l +kJy\+k 3 t^+4t 


£/ erclcCcry Prop uetto* 4 . 3 


1. No Converge 


2. Converge 


MU^eldAxecty 


1 *-‘{iWi) ,+32 


2. y ( -^(ly +fc 2 f-l +fc 3 + f“j +1 


CAPITULO 5: Sistemas de Ecuaciones Diferenciales 

y en Dif erencias 


tjercCcCcfr PropiAettoy 5 . 1 
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1. Y(t) = 

3.y(r) = 


-3e~ 3t +4e~“ +12 
v e~ 3t - e~ 3t + 4 j 


-2 1 


f IQ A 

k l e 3 ' + k 2 e' — — 


—k^e 3 ' + kr,e' — 


11 


2. y(r) 


6e' —5e~' + P 
2e' -5e~' +8 y 


EJerclclcty Prop otettoy 5 . 2 



2. 


4 ,Y = 


' A-suh-a 4 

9 3 9 

_ 5 (_ 8 y_ 2 (_ 2 / + 2 

V 9 3 9/ 


^(3)' +!(-!)'■ 
^(3)' -l(-l)' -1. 


Pjerc^cCo* Propuettcry 5 . 3 


1. 

2 . 


f *04 

f-^'+V+n] 

5 5 

U«J" 

12 3 , 1 _ 2 , 13 

— e + — e + — 


— e H e + — 

1.5 10 2 ) 


a) Nodoconvergente 

b) Nodo Div ergente 

c) Punto de silla 

d) Punto de Silla 


Punto de silla 


PjerclCAXK' Prop ueatoy 5 . 4 




r x(t) 

J(t) 


k . (' + /c-)*? 

/q V + k 2 'e~‘ 


Punto de Silla 


M&celd'nectfr 

i. 



f 5 

\ 

( *04 

e 2 

^k^en^-t + k 2 + 2 

Uo)J“ 

5 

— t 1 

e 2 

K 

^k^sen^-t + fc/cos^-f J + 6 


Foco convergente 
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@Vey>uei(M aloA 


( x(f)') 

V* 5 +* 2 e"' #5 +-' 

= 

2 

UoJ 

K k t 'e^'+k 2 'e-^'+ 1, 


Punto desilla 


